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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ1
Актуальность темы Диссертация посвящена исследованию задач
управления (в том числе конфликтного) динамическими системами. В
работе предложены аналитические и вычислительные подходы к постро-
ению решений по существу негладких и невыпуклых задач. Представле-
ны примеры, иллюстрирующие действенность аналитических методов,
предложены и реализованы вычислительные алгоритмы построения при-
ближенных решений.
Современный облик теории управления движением динамической си-
стемы сформировался в значительной степени под влиянием работ оте-
чественных математиков Л.С. Понтрягина и Н.Н. Красовского, ставших
основателями известных научных школ по теории управления. Весомые,
основополагающие результаты были получены их коллегами и учени-
ками — представителями московской научной школы Е.Ф. Мищенко,
Р.В. Гамкрелидзе, В.Г. Болтянским, представителями уральской научной
школы А.Б. Куржанским, Ю.С. Осиповым, А.И. Субботиным, а также
зарубежными учеными Р. Калманом, Р. Беллманом, Р. Айзексом, У. Фле-
мингом, Ж-П. Обеном. Существенный прогресс в становлении и разви-
тии теории управления связан также с именами Э.Г. Альбрехта, В.Д. Ба-
тухтина, Р.Ф. Габасова, А.Я. Дубовицкого, С.Г. Завалищина, Ф.М. Ки-
рилловой, А.А. Меликяна, А.А. Милютина, М.С. Никольского, А.А. Пет-
росяна, Б.Н. Пшеничного, Н.Н. Субботиной, В.М. Тихомирова, Е.Л. Тон-
кова, В.Е. Третьякова, В.Н. Ушакова, А.Г. Ченцова, Ф.Л. Черноусько,
А.А. Чикрия и многих других. Актуальность изучения управляемых си-
стем обусловлена наличием многочисленных приложений в различных
отраслях знания — в механике, робототехнике, оптике, экономике, биоло-
гии. Немаловажным побудительным мотивом в исследовании являются
внутренние потребности, возникшие в математической теории управле-
ния динамическими системами в условиях конфликта и неопределенно-
сти, а также стремление исследователей привлечь для изучения динами-
1Работа выполнена при финансовой поддержке гранта Президента РФ по поддержке ведущих
научных школ № НШ-2640.2008.1, гранта РФФИ № 08-01-00587_а, федеральной программы Пре-
зидиума РАН № 29
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ческих задач конструкции из других разделов математики — негладко-
го анализа [8], дифференциальной геометрии [18], теории особенностей
дифференцируемых отображений [2].
Осуществляемые в работе исследования проводятся в рамках концеп-
ции теории позиционных дифференциальных игр, развиваемой в науч-
ной школе Н.Н. Красовского [10, 11]. Теория позиционных дифферен-
циальных игр, обогащенная результатами его соратников, учеников и
последователей, объединяет конструктивные методы решения широкого
круга проблем от теорем существования и единственности решения до
разработки и реализации вычислительных алгоритмов [24, 7, 16]. Также
используются конструкции отпочковавшейся от этой теории и получив-
шей глубокое развитие в работах А.И. Субботина теории минимаксного
решения уравнения в частных производных первого порядка [21].
Результатам последнего времени, связанным с проблемой построе-
ния (аналитического или приближенного) обобщенных решений урав-
нений типа Гамильтона–Якоби [21], предшествовали работы С.К. Году-
нова, E. Hopf, P.D. Lax, других авторов. В 70-х годах прошлого века
С.Н. Кружков [12], реализуя метод исчезающей вязкости, ввел опреде-
ление фундаментального (обобщенного) решения уравнения в частных
производных первого порядка типа эйконала посредством предельного
перехода по параметру малости при старшей производной от решений
соответствующих уравнений в частных производных второго порядка.
Позднее, в 80-е годы, действуя аналогичным образом, М. Крэндалл и
П.Л. Лионс ввели определение обобщенного решения уравнения в част-
ных производных первого порядка, названного ими вязкостным решени-
ем. Несмотря на разницу минимаксного и вязкостного подходов, опре-
деляемый объект является одним и тем же. Отличительной чертой ми-
нимаксного подхода при изучении и численном построении обобщенных
решений является активное вовлечение методов, средств и конструкций
выпуклого и негладкого анализа. При этом используются наработки оте-
чественных и зарубежных математиков [8]. Полезными с точки зрения
разработки конструктивных подходов к построению обобщенных реше-
ний уравнений в частных производных первого порядка оказались мето-
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ды теории особенностей дифференцируемых отображений, разрабаты-
ваемые В.И. Арнольдом [2, 3], его коллегами, зарубежными авторами
Т. Постоном, И. Стюартом, Дж. Брусом, П. Джиблиным [5]. Средства-
ми этой теории, в частности, формируются списки типичных особенно-
стей каустик и волновых фронтов, предлагаются подходы к построению
дискриминантных множеств.
Минимаксный подход вкупе с вязкостным подходом применяется для
исследования обобщенных решений функциональных уравнений типа
Гамильтона–Якоби, возникающих в задачах конфликтного управления
динамическими системами, описываемыми дифференциальными урав-
нениями с дискретными и\или распределенными параметрами [13]. Ис-
следуются вопросы существования и единственности обобщенных реше-
ний, выявляются условия оптимальности гарантированного результата
управления в таких задачах в случае исходных данных, удовлетворяю-
щих условию Липшица [7].
Задачами быстродействия занимались многие исследователи. Привле-
чение идей,результатов и конструкций указанных выше теорий позво-
ляет в рамках минимаксного подхода разрабатывать аналитические и
аппроксимационные процедуры построения функции оптимального ре-
зультата для задач динамического управления по быстродействию [9].
В диссертации эти подходы распространены на задачи быстродействия
для частного случая вектограммы скоростей, а также задачи геомет-
рической оптики [20]. Разработанные процедуры позволяют проводить
численно-аналитическое конструирование эволюции волновых фронтов
[2], обобщенного эйконала [20], позволяют численно строить функцию
оптимального результата [1].
Геометрия волновых фронтов изучалась еще Х. Гюйгенсом, в частно-
сти им был сформулирован принцип прямолинейного распространения
света [20]. Негладкие особенности фронтов были классифицированы и
изучены В.И. Арнольдом и его учениками еще в семидесятые годы ХХ
века. Ими выделены так называемые «множества симметрии», в которых
системы лучей, каустик и волновых фронтов имеют особенности [2, 3].
Ирландский математик П. Джиблин предложил способы использования
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этих множеств в геометрической оптике и компьютерной графике [5].
Топология множеств симметрии изучена В.Д. Седых: выведены их эйле-
ровы характеристики в пространствах размерности до 6 включительно,
количество и связь составляющих их гладких многообразий [19].
Понятие меры невыпуклости множества в произвольном евклидовом
пространстве впервые предложено В.Н. Ушаковым в работе [22]. Эта
мера имеет смысл угла и опирается на свойство проекций точки x на за-
мкнутое множество M (т.е. ближайших к x в евклидовой метрике точек
из M ). Вводится понятие α-множества, обобщающее понятие выпуклого
множества.
В семидесятые года ХХ века Н.Н. Красовский и А.И. Субботин [10]
ввели понятие u-стабильных и v-стабильных функций, которые мажори-
руют и минорируют функцию цены. Функция цены является единствен-
ной функцией, которая одновременно u-стабильна и v-стабильна, а в
точках дифференцируемости удовлетворяет дифференциальному урав-
нению в частных производных первого порядка (уравнению Айзекса–
Беллмана). Эти свойства определяют одно и только одно обобщенное
(минимаксное) решение уравнения Айзекса–Беллмана. Оно может быть
определено несколькими эквивалентными способами, в том числе опира-
ясь на субдифференциалы и супердифференциалы функции.
Множества негладкости функции цены дифференциальной игры или
задачи управления имеют особый смысл с точки зрения построения опти-
мальных траекторий. Различные виды сингулярных поверхностей клас-
сифицированы Р. Айзексом в работе [1], и исследованы затем Н.Н. Кра-
совский и А.И. Субботиным [10]. В настоящее время эти работы продол-
жаются в ИММ УрО РАН [9].
Уравнение типа эйконала изучались в геометрической оптике с целью
построения линий распространения света и волновых фронтов от источ-
ника на плоскости или в трехмерном пространстве. Эйконал называет-
ся еще оптическим путем волны и в общем случае является негладкой
функцией. Один из подходов к его построению, как было отмечено выше,
предложен С.Н. Кружковым [12]. В диссертации однако делается упор на
построение минимаксного решения уравнения Айзекса–Беллмана для за-
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дачи быстродействия, которое в некотором смысле эквивалентно уравне-
нию эйконала. Его решение для некоторых частных случаев изучались,
в частности, в монографии [4].
Стабильные мосты в дифференциальных играх, которые рассматри-
ваются в третьей главе, являются одной из главных тем научной шко-
лы Н.Н. Красовского на Урале. Выделение максимального стабильного
моста в пространстве позиций — одна из основных и наиболее слож-
ных задач, возникающих на пути построения решения дифференциаль-
ной игры. Задачи о сближении с целевым множеством в момент ϑ и на
отрезке времени [t0, ϑ] являются одними из наиболее важных в теории
дифференциальных игр. Они связаны с многими крупными задачами
оптимального гарантированного управления динамическими системами
[24], в частности, — с задачей об оптимальном быстродействии для ди-
намических систем, подверженных влиянию помех [10]. Кроме того, в
рамки общей постановки таких задач укладываются многие конкретные
дифференциальные игры [1].
Ведя исследования дифференциальных игр в рамках позиционно-
го подхода, центральными элементами которого являются множества
позиционного поглощения — максимальные u-стабильные мосты [10],
В.Н. Ушаков, Х.Г. Гусейнов и А.М. Тарасьев [6] предложили инфини-
тизимальные конструкции при построении стабильных мостов, которые
используют методы негладкого анализа. Они позволяют свести установ-
ление совпадения максимальных u-стабильных мостов для стационар-
ных систем к проверке относительно простых соотношений для векто-
граммы скоростей в точках границы целевого множества [23].
Цель работы.
К основным целям диссертации относятся:
1. Изучение и характеризация свойств плоских невыпуклых множеств
с негладкой границей посредством множеств симметрии;
2. Разработка и реализация алгоритмов аналитического и численного
построения функции оптимального результата для одного класса задач
быстродействия с невыпуклым целевым множеством;
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3. Разработка и реализация алгоритмов численного построения эволю-
ции волновых фронтов и обобщенного эйконала для среды с постоянным
показателем преломления;
4. Выявление необходимых и достаточных условий совпадения ста-
бильных мостов в задаче сближения в двух, вообще говоря, различных
игровых постановках — в игре сближения «в момент» и в игре сближения
«к моменту».
Методы исследования.
Исследования проводятся в рамках подхода, разрабатываемого в на-
учной школе Н.Н. Красовского [10, 11] по управлению и дифференци-
альным играм. Один из способов опирается на построение нормалей к
кривой, ограничивающей целевое множество. В другом случае узлы вы-
бираются фиксированными, и для каждого из них находится аппрокси-
мация проекций на целевое множество.
Нахождение меры невыпуклости множества сводится к поиску макси-
мума функции нескольких переменных на объединении нескольких нуль-
мерных и одномерных многообразий. За счет параметризации точек эта
задача в свою очередь сводится к нахождению экстремума функции од-
ной переменной на нескольких ограниченных либо неограниченных ин-
тервалах. Для некоторых множеств найдено аналитическое значение ме-
ры невыпуклости.
Проверка совпадения максимальных u-стабильных мостов в двух раз-
личных задачах о сближении осуществляется различными способами.
Одни из них базируется на проверке условий стабильности для векто-
грамм скоростей и конусов, аппроксимирующих целевое множество в
точках его границы. Другие — на свойствах гамильтониана системы в
точках границы ∂M множества M и на описании множества в виде си-
стемы неравенств.
Вычисления производились в программном пакете MATLAB 6.1
[15], который позволяет использовать математические библиотеки для
ускорения составления алгоритмов. В нем предусмотрена визуализация
результатов, включая анимацию и трехмерную графику.
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Научная новизна.
Данная работа является продолжением исследований задач управле-
ния, которые проводились и проводятся в настоящий момент в Институте
математики и механики УрО РАН и, в том числе, в отделе динамических
систем Института. Эта диссертация продолжает исследования по вычис-
лению меры невыпуклости плоских множеств, построению обобщенных
решений уравнений Гамильтона–Якоби, а также по нахождению условий
совпадения максимальных u-стабильных мостов в дифференциальных
играх в момент и к моменту.
Научная новизна диссертации состоит в том, что для решения пер-
вой из упомянутых задач предложены аналитические и численные мето-
ды. К первым относятся выражение меры невыпуклости α(M) для мно-
жеств M , являющихся подграфиками дифференцируемой почти всюду
функции f(x). Ко вторым относятся построение биссектрисы множества,
частного случая множества симметрии, объединения точек, имеющих
ненулевую угловую характеристику. На них традиционными методами
находятся экстремумы угловой характеристики.
При решении второй задачи тоже используются множества симмет-
рии (биссектрисы). С их помощью строятся волновые фронты — линии
уровня функции оптимального результата в задаче быстродействия с
круговой индикатрисой скоростей. На границе множества выделяются
характеристические точки (псевдовершины), отвечающие за зарождение
биссектрисы множества.
Задача о совпадении максимальных u-стабильных мостов в двух
дифференциальных играх исследуется с применением инфинитизи-
мальных конструкций, как то контингентные конуса, производные
множества стабильного моста в прямом и обратном времени. Условие
стабильности выписывается также для случая, когда целевое множество
задано виде системы неравенств для непрерывно дифференцируемых
функций и неравенства для функции дифференцируемой по направле-
ниям. Используются свойства гамильтониана системы, в частности его
выпуклость.
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Теоретическая и практическая ценность. Представленная ра-
бота имеет теоретическую ценность: в ней предложены аналитические
методы вычисления меры невыпуклости множеств, построения функ-
ции цены для одного класса задач быстродействия. Разработаны кри-
терии совпадения решения различных задач быстродействия, допускаю-
щие различное описание целевого множества.
Практическая ценность работы обусловлена возможностью примене-
ния полученных в ней результатов в различных отраслях знания. По-
строения волновых фронтов и вычисление эйконала является важной
задачей оптики и электродинамики [20]. В диссертации исследована гео-
метрия волновых фронтов с круговой вектограммой для случая невы-
пуклого источника, имеющего кусочно-гладкую границу. Разработаны
аналитические и численные алгоритмы эволюции волновых фронтов,
предложены процедуры построения многообразий, «сотканных» из изло-
мов волновых фронтов [2]. Обоснована формула минимаксного (обобщен-
ного) решения задачи Дирихле для уравнения типа эйконала в случае
изотропной среды при предположении, что краевое множество замкну-
то, причем имеет кусочно-гладкую границу. Предложен конструктивный
подход к построению минимаксного решения. Результаты, полученные в
части совпадения максимальных u-стабильных в различных дифферен-
циальных играх позволяют сводить решение более сложной задачи к
решению более простой [14, 17].
Апробация работы. Главные положения диссертационной работы
докладывались и обсуждались на российских и международных конфе-
ренциях. Сделаны доклады
• Конференция «Теория управления и математическое моделирова-
ние». Ижевск, УдГУ, 3–8 июля 2006.
• Научный семинар Математическая теория оптимального управле-
ния и теория дифференциальных включений. М., МГУ. 2006.
• IX Международная Четаевская конференция «Аналитическая ме-
ханика, устойчивость и управление движением», Иркутск, июнь 2007.
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• XXII Международная конференция «Дифференциальные урав-
нения и смежные вопросы», посвященной памяти И.Г.Петровского,
Москва, МГУ, 21-25 мая 2007.
• «Колмогоровские чтения. Общие проблемы управления и их прило-
жения. Проблемы преподавания математики», Тамбов, октябрь 2007.
• Международная конференция Дифференциальные уравнения и то-
пология. М.: МГУ. 2008.
• Международная конференция Дифференциальные уравнения и то-
пология. М.: МГУ. 2008.
• Международная конференция «Дифференциальные уравнения.
Функциональные пространства. Теория приближений», посвященная
100-летию со дня рождения С.Л. Соболева, Ин-т математики СО РАН.
Новосибирск, октябрь 2008.
• Научный конференция-семинар «Теория управления и математиче-
ское моделирование», посвященная памяти профессора Н.В. Азбелева,
Ижевск, май 2008.
•Международная конференция «Дифференциальные уравнения и то-
пология». М.: МГУ. 2008.
• «Алгоритмический анализ неустойчивых задач». Международ-
ная конференция, посвященная 100-летию В.К. Иванова. Екатеринбург.
ИММ УрО РАН, 2008.
Публикации. Основные результаты диссертации опубликованы в
шестнадцати работах, приведенных в конце автореферата, шесть из них
в изданиях, включенных в перечень ВАК. В работах, выполненных в со-
авторстве с научным руководителем, А.А. Успенским, и чл.-корр. РАН
В.Н. Ушаковым, исследованы задачи оптимального управления и диф-
ференциальные игры методами, предложенными в диссертации. Приве-
дены примеры численного моделирования ряда задач и визуализации
результатов.
Структура и объем диссертации. Диссертационная работа состо-
ит из введения, пяти глав, списка литературы, включающего 117 назва-
ний, и приложения. Общий объем работы составляет 150 страниц.
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СОДЕРЖАНИЕ ДИССЕРТАЦИИ
Диссертационная работа состоит из настоящего введения, списка со-
кращений и обозначений, трех глав, объединяющих 17 параграфов и
списка литературы. Общий объем диссертации составляет 150 страниц,
библиографический список включает 131 наименование, иллюстратив-
ный материал насчитывает 35 рисунков. Нумерация параграфов осу-
ществляется в пределах каждой главы. Нумерация формул двойная: в
первой позиции указывается номер параграфа, в котором приведена фор-
мула, во второй — порядковый номер формулы в этом параграфе. Такая
же нумерация принята для определений, теорем, замечаний, примеров и
рисунков.
Глава I диссертации посвящена изучению меры невыпуклости множе-
ства. В ней исследуются множества симметрии, волновые фронты, угло-
вая характеристика точек относительно множества и их взаимосвязь. В
параграфе 1.1 дается определение угловой характеристики точки α
M
(z)
и меры невыпуклости α(M) замкунутого множества в пространстве R2.
Для их вычисления вводятся новые понятия — биссектрисы L(M) и
псевдовершины W множества M ⊂ R2. Биссектриса L(M) является
частным случаем множества симметрии с точки зрения геометрии мно-
жества M , для всех ее точек угловая характеристика отлична от нуля.
Псевдовершины — характеристические точки границы ∂M множества
M , отвечающие за зарождение биссектрисы.
В параграфе 1.2 изучаются свойства биссектрисы и псевдовершин.
Приводятся условия нахождения псевдовершин и формулы для построе-
ния гладких участков биссектрисы. Доказана теорема о том, что псевдо-
вершины, лежащие на участках гладкости кривой Γ, совпадающей с гра-
ницей ∂M множества M , есть точки локального максимума кривизны Γ.
Выписано уравнение, связывающее координаты двух точек, являющих-
ся проекциями на множество M одной точки y биссектрисы L(M) (то
есть являющимися ближайшими к ней в евклидовой метрике точками
множества M ).
Параграф 1.3 посвящен изучению свойств проекций точек биссектри-
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сы в окрестности псевдовершин. Проведена их классификация в зави-
симости от свойств гладкости кривой Γ в псевдовершине W . Выделены
случаи, когда в ней кривая Γ имеет второй порядок гладкости (то есть
определены касательная и кривизна в этой точке), первый порядок (то
есть определена касательная, но не определена кривизна) и гладкость
нарушается (не определена касательная). Доказаны теоремы о диффе-
ренциальных свойствах решений уравнения, связывающего координаты
проекций точек биссектрисы в окрестностях псевдовершины.
Параграф 1.4 описывает строение биссектрис в окрестности точек пре-
кращения. Выписаны координаты этих точек для разных типов, порож-
дающих их псевдовершин. Доказана теорема о том, что если в псевдовер-
шине W определен радиус кривизны R кривой Γ, то точка прекращения
V биссектрисы L(M) совпадает с центром кривизны Γ в псевдовершине
W . В случае негладкой псевдовершины W имеет место совпадение V
и W . Если в псевдовершине определены предельные значения радиуса
кривизны Γ с двух сторон, то точка V есть линейная комбинация пре-
делов центра кривизны в W слева и справа.
Параграф 1.5 посвящен нахождению достаточных условия гладкости
биссектрисы и построению к ней касательной. Доказано, что если точка
y ∈ L(M) имеет ровно две проекции x1 и x2, лежащие на гладких участ-
ках кривой Γ, то в ней определена касательная Π к биссектрисе L(M).
При этом Π совпадает с биссектрисой угла ∠x1,y,x2.
В параграфе 1.6 предложены аналитические методы нахождения ме-
ры невыпуклости α(M) для случаев, когда M — подграфик кусочно-
гладкой функции f : R 7→ R. Приведена и доказана теорема о мере
невыпуклости подграфика выпуклой всюду дифференцируемой функ-
ции f(x):
α(M) = lim
x→+∞ arctg f
′(x)− lim
x→−∞ arctg f
′(x).
Аналогично приведена теорема для подграфика функции f(x), диф-
ференцируемой всюду, кроме точки x∗, для которой выполняется усло-
вия
1) lim
x→x∗, x<x∗
f ′(x) < lim
x→x∗, x>x∗
f ′(x)
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2)f(x) — выпуклая вверх функция на интервалах (−∞, x∗) и (x∗,∞).
Тогда мера невыпуклости множества M = hypo f равна
α(M) = lim
x→x∗, x>x∗
arctg f ′(x)− lim
x→x∗, x<x∗
arctg f ′(x).
Параграф 1.7 содержит примеры построения биссектрис и вычисле-
ния меры невыпуклости для множеств с кусочно-гладкой границей. Рас-
смотрены множества, являющиеся подграфиками алгебраических, три-
гонометрических, показательных функций, а также их склеек. Для наи-
более простых случаев мера невыпуклости находится аналитически по
формулам параграфа 1.6. В остальных мера невыпуклости находится
численными методами.
Глава II диссертации посвящена изучению свойств решения u = u(x)
задачи быстродействия с круговой вектограммой скоростей и невыпук-
лым целевым множеством.
В параграфе 2.1 приводятся различные постановки задачи, в том чис-
ле в виде краевой задачи для уравнения эйконала(
∂u
∂x
)2
+
(
∂u
∂y
)2
− 1 = 0,
u|Γ = 0,
и уравнения в частных производных типа Гамильтона–Якоби
min
ν:‖ν‖61
(
ν1
∂u
∂x
+ ν2
∂u
∂y
)
+ 1 = 0,
u|Γ = 0.
Здесь ‖ν‖ =
√
ν21 + ν
2
2 — норма вектора ν = (ν1, ν2). Краевое условие
u|Γ = 0 определено на границе Γ = ∂M замкнутого множества M ⊂ R2.
Собственно задача быстродействия для динамической системы имеет
вид: {
x˙ = ν1
y˙ = ν2
где управление ν = (ν1, ν2) стеснено ограничением ‖ν‖ 6 1.
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В параграфе 2.2 сформулирована и доказана теорема о том, что функ-
ция евклидового расстояния от точки до множества M является обоб-
щенным (минимаксным) решением уравнения в частных производных
Айзекса–Беллмана с краевым условием, определенным на границе мно-
жества M . Изучаются свойства биссектрисы множества, как множества
негладкости функции оптимального результата и сингулярной (рассеи-
вающей) линии для задачи управления.
Параграф 2.3 посвящен изучению асимптотики линий негладкости ре-
шения u(x). Доказано теорема о достаточных условиях существования
асимптот биссектрисы. Если множество M — односвязное и невыпуклое,
его дополнение D = coM \M до выпуклой оболочки coM состоит из ко-
нечного числа компонент связности Di, i = 1, ..., n и некоторая компонен-
та связности Di — ограниченное множество, то множество ∂Di∩∂(coM)
является отрезком, и срединный перпендикуляр к нему η — асимптота
биссектрисы L(M). Одновременно показано, что данное условие не яв-
ляется необходимым. Возможно существование асимптот в частности в
случае, когда дополнение coM \M — множество односвязное, но неогра-
ниченное.
В параграфе 2.4 приведен пример аналитического построения функ-
ции оптимального результата для задачи быстродействия с невыпуклым
целевым множеством. А именно, когда множествоM — подграфик функ-
ции f(x) = x2. Биссектриса лежит на оси ординат
L(M) = {(x, y) : x > 0.5, y = 0}.
А функция оптимального результата u(x, y) вычисляется по формуле
u(x, y) =
√
(x− xp)2 + (y − x2p)2,
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xp =

3
√
x
4 +
√
x2
16 −
(2y − 1)3
216 +
3
√
x
4 −
√
x2
16 −
(2y − 1)3
216 , y 6 E(x)
−2
√
2y − 1
6 cos
arccos
−3
√
6x
(2y − 1)3/2
3 , x 6 0, y > E(x)
2
√
2y − 1
6
cos
arccos
3
√
6x
(2y − 1)3/2
3 , x > 0, y > E(x)
Здесь E(x) =
1
2
+
3
√
27
16
x2.
Параграф 2.5 содержит примеры численного конструирования функ-
ции оптимального результата u(x, y) в задаче быстродействия для мно-
жеств с кусочно гладкой границей на основе построения их биссектрис.
В качестве целевых множеств взяты подграфики функций и одно множе-
ство, ограниченное эллиптической кривой. Выделены области их неглад-
кости, в частности проиллюстрировано, что в точках биссектрисы L(M)
функция u(x, y) супердифференцируема.
Глава III диссертации связана с изучением взаимосвязи дифференци-
альных игр сближения-уклонения «в момент» и «к моменту».
В параграфе 3.1 рассматривается конфликтно-управляемая система,
поведение которой на конечном промежутке времени [t0, ϑ] описывается
векторным дифференциальным уравнением.
x˙ = f(t, x, u, v), x[t0] = x0, u ∈ P, v ∈ Q.
Здесь x — m-мерный фазовый вектор системы, u — управление первого
игрока, v — управление второго игрока, P и Q — компакты в евклидовых
пространствах Rp и Rq соответственно.
Изучаются и сравниваются две игровые задачи о сближении системы
с терминальным множеством M в фазовом пространстве [11]. В первой
из них первому игроку требуется обеспечить с помощью позиционно-
го управления попадание фазового вектора системы на M в конечный
момент времени ϑ. Во второй задаче требуется обеспечить с помощью
позиционного управления попадание фазового вектора системы на M не
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позже момента ϑ.
Параграф 3.2 содержит определения и основные свойства ключевых
элементов дифференциальной игры, в частности операторов стабильно-
го поглощения и стабильных мостов. Максимальные u-стабильные мосты
(множества позиционного поглощения) являются ключевыми элемента-
ми разрешающей конструкции в обеих задачах управления.
В параграфе 3.3 приводятся теоремы о геометрических условиях сов-
падения максимальных u-стабильных мостов в двух задачах о сближе-
нии.
В параграфе 3.4 сформулированы и доказаны теоремы об аналити-
ческих критериях совпадения максимальных u-стабильных мостов, опи-
рающихся на представление целевого множества в виде системы нера-
венств для дифференцируемых функций, либо одного неравенства для
функции дифференцируемой по направлениям. Исследованы два приме-
ра для системы с одинаковой динамикой
dx
dt
= B(x)u+ C(x)v,
где
x = (x1, x2) ∈ R2 — фазовый вектор системы,
u ∈ P, v ∈ Q — управления 1 и 2 игроков,
P = Q = {(x1, x2) : −1 6 x1 6 1, x2 = 0} — ограничения на управ-
ление,
B(x) =
(
x1 0
x2 0
)
, C(x) =
(
x2 0
−x1 0
)
.
В одном случае в качестве целевого множества M взят квадрат с вер-
шинами Υ1 = (1, 1); Υ2 = (1,−1); Υ3 = (−1,−1); Υ4 = (−1, 1), и показа-
но, что максимальные u-стабильные мосты в обеих задачах совпадают. В
другом взят треугольник с вершинами Υ1 = (0, 1); Υ2 =
(−√3/2,−0.5) ;
Υ3 =
(√
3/2,−0.5). Тогда максимальные u-стабильные мосты не совпа-
дают, а точнее мост в задаче о сближении «в момент» строго вложен в
мост в задаче о сближении «к моменту».
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